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Exercice 1. Soient 7p,71: [0,1] — C deux lacets de classe C'! par morceaux tels que v5 N~} = 0.
Soient = 79(0), y = 71(0) les points de bases des deux lacets, et soit H: [0,1] x [0,1] — C une
homotopie de g sur ;.
(1) Soit §: [0,1] — C le chemin décrit par le points de base a travers H. Montrer qu’il existe
une homotopie & extremitée fixées de o sur v := & % v * 6 L.
(2) Soit z &€ 45 Ui Ud*. Que peut-on dire sur Ind,(2) et Ind,, (2) ?

Exercice 2. Soit 2 C C un ensemble ouvert. On dit qu’une fonction continue u: 2 — R satisfait
la propriété de la moyenne si et seulement si pour tout zg € € il y a une suite (7,),en de nombres
réels tels que 7, > 0, lim r, = 0, et, pour tout n € N, on a

n—oo

1 2 )
u(zg) = 27r/0 u(zo + re)dt.

(1) Soit u: 2 — R une fonction continue qui satisfait la propriété de la moyenne dans €2, et
soit V' C ) une composante connexe non vide de 'ouvert 2. Montrer que s’il existe p € V'

tel que u(p) = sup u(q), alors u est constante sur V.
qeV

(2) Soit f: 2 — C une fonction holomorphe dans Q. Montrer que f satisfait la propriété de la
moyenne dans (). Indication : Utiliser la formule de Cauchy.

Exercice 3 (Principe de réflexion de Schwarz). Soit 2 C C un ouvert symétrique par rapport a
I'axe réel, c’est-a-dire, tel que
z2€Q <= zel
On note
Qr=0Qn{zeC|+Im(z) >0}, Q=0nNR.
Soient ¢4 : Q1 — C deux fonctions holomorphes, qui se prolongent par continuité a €2y de sorte
que
fi(@) = f-(2) voe,

Considérér la fonction f: 2 — C définie par

fr(z) si z€Qy

f(z)=1q fi(z) si z€Q
fo(z) si z€Q_

(1) Soit zp € Qg et soit r > 0 tel que D(zp,7) C 2. Montrer que

f(z)dz=0
oT
pour tout triangle 7" plein contenu dans D(zg, 7).
(2) En déduire que f est holomorphe sur (2.
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Exercice 4. Déterminer les singularités des fonctions suivantes, leur nature et les résidus corre-
spondants :

a) zssilﬂ%z» ) Sz c) exp (%4)’ d) ZCOS%’ e) 2(6271—1)’
1
f) cotanz — %, g) %, h) 7cotan(r z), i) ‘sin(lz2)-

Exercice 5. Soit U un ouvert connexe. Méme question que ci-dessus avec :
/

(1) 7, lorsque f est une fonction holomorphe sur U.

(2) %, lorsque g et h sont deux fonctions holomorphes sur U et que h a un pole simple.

(3) &, lorsque f est une fonction holomorphe sur U, z, € U et n € N.
(z — zo)™
Exercice 6. Déterminer la série de Laurent de f(z) = m dans les couronnes suivantes:
(1) 0< |zl <1,
(2) 1<z < 2.

Exercice 7. Calculer les résidus de
(1) sirc;;z (Z - k"/T),

(2) #5ns (2=0),

Exercice 8. Décomposer en série de Laurent dans les diverses couronnes admissibles de centre
indiqué, les fonctions suivantes:

(1) =iz (2 =0),

(2) m (z=1, z=2),
(3) 2211 (2 =1),

(4) (Ziz1)3 (z=1),

(5) 4 (2=0)

(6) ioery (2=0).

Exercice 9. Trouver le résidu de f o ¢ au point 0, si ¢ est holomorphe au voisinage de 0, avec
©'(0) # 0 et si f a un un pole simple au point p(0) avec le résidu R.

Exercice 10. Soit 7 le cercle unité parcouru une fois dans le sens trigonométrique. Calculer :
1 e*—e *

1 dz.

um ~ z

Exercice 11. On note 7 le cercle de centre 0 et de rayon 3/2 parcouru une fois dans le sens

trigonométrique, calculer :
522 +1
[Z5 o [
5 2(z—1) 5 (z=1)*(z+2)

Exercice 12. Pour r # 1, on note ~, le cercle de centre 0 et de rayon r parcouru une fois dans le
sens trigonométrique. Calculer :




